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1 РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ-КВАДРАТ

𝐹𝑟 (𝑧) = 1
2𝑟/2Γ (𝑟/2)

𝑧∫︁
0

𝜉
𝑟
2 −1𝑒−𝜉/2d𝜉 (1)

𝑟 – число степеней свободы

Гамма-функция

Γ (𝑧) =
∞∫︁

0

𝜉𝑧−1𝑒−𝜉d𝜉

Свойства

Γ (𝑧 + 1) = 𝑧Γ (𝑧)

Γ (𝑛 + 1) = 𝑛! 𝑛 ∈ N



1 РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ-КВАДРАТ

Плотность распределения

𝜒2
𝑟 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1𝑒− 𝑥

2 , 𝑥 > 0

0 , 𝑥 6 0
(1)



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)
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𝜙0,1 (𝑥𝑖) d𝑥𝑖 𝜙0,1 (𝑥𝑖) = 1√
2𝜋

𝑒−
𝑥2

𝑖
2
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𝑥2

𝑖
2

𝒫
(︀
0 < 𝑦 < 𝑧2)︀ =

∫︁ ∫︁
. . .

∫︁
⏟  ⏞  

𝑥2
1+𝑥2

2+...+𝑥2
𝑟<𝑧2

𝜙0,1 (𝑥1) 𝜙0,1 (𝑥2) . . . 𝜙0,1 (𝑥𝑟) d𝑥1d𝑥2 . . . d𝑥𝑟
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𝑖
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𝒫
(︀
0 < 𝑦 < 𝑧2)︀ =

∫︁ ∫︁
. . .
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⏟  ⏞  

𝑥2
1+𝑥2

2+...+𝑥2
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𝜙0,1 (𝑥1) 𝜙0,1 (𝑥2) . . . 𝜙0,1 (𝑥𝑟) d𝑥1d𝑥2 . . . d𝑥𝑟

= 1
(2𝜋)𝑟/2

∫︁ ∫︁
. . .

∫︁
⏟  ⏞  

𝑥2
1+𝑥2

2+...+𝑥2
𝑟<𝑧2

exp
(︂

−𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟

2

)︂
d𝑥1d𝑥2 . . . d𝑥𝑟
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𝑖
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Условие нормировки∫︁ ∫︁
. . .

∫︁
𝜙0,1 (𝑥1) 𝜙0,1 (𝑥2) . . . 𝜙0,1 (𝑥𝑟) d𝑥1d𝑥2 . . . d𝑥𝑟 = 1
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(2𝜋)𝑟/2

∫︁ ∫︁
. . .

∫︁
exp
(︂

−𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟

2

)︂
d𝑥1d𝑥2 . . . d𝑥𝑟 = 1 (2)
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𝒫 = 1
(2𝜋)𝑟/2

∫︁ ∫︁
. . .

∫︁
⏟  ⏞  

𝑥2
1+𝑥2

2+...+𝑥2
𝑟<𝑧2

exp
(︂

−𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟

2

)︂
d𝑥1d𝑥2 . . . d𝑥𝑟 (2)

𝒫
(︀
𝑦 < 𝑧2)︀ = 1

(2𝜋)𝑟/2 Ω (𝑟)
𝑧∫︁

0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 (3)
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подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

1
(2𝜋)𝑟/2 Ω (𝑟)

∞∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜉 = 𝜌2

2 ⇒ 𝜌 =
√

2𝜉

⇒ d𝜌 = d𝜉√
2𝜉

*= Ω (𝑟)
2𝜋𝑟/2

∞∫︁
0

𝑒−𝜉 𝜉
𝑟
2 −1d𝜉



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

1
(2𝜋)𝑟/2 Ω (𝑟)

∞∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜉 = 𝜌2

2 ⇒ 𝜌 =
√

2𝜉

⇒ d𝜌 = d𝜉√
2𝜉

*= Ω (𝑟)
2𝜋𝑟/2

∞∫︁
0

𝑒−𝜉 𝜉
𝑟
2 −1d𝜉

⏟  ⏞  
=Γ(𝑟/2)



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

1
(2𝜋)𝑟/2 Ω (𝑟)

∞∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜉 = 𝜌2

2 ⇒ 𝜌 =
√

2𝜉

⇒ d𝜌 = d𝜉√
2𝜉

*= Ω (𝑟)
2𝜋𝑟/2

∞∫︁
0

𝑒−𝜉 𝜉
𝑟
2 −1d𝜉 = Ω (𝑟)

2𝜋𝑟/2 Γ
(︁𝑟

2

)︁



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

1
(2𝜋)𝑟/2 Ω (𝑟)

∞∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜉 = 𝜌2

2 ⇒ 𝜌 =
√

2𝜉

⇒ d𝜌 = d𝜉√
2𝜉

*= Ω (𝑟)
2𝜋𝑟/2

∞∫︁
0

𝑒−𝜉 𝜉
𝑟
2 −1d𝜉 = Ω (𝑟)

2𝜋𝑟/2 Γ
(︁𝑟

2

)︁
= 1



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

1
(2𝜋)𝑟/2 Ω (𝑟)

∞∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜉 = 𝜌2

2 ⇒ 𝜌 =
√

2𝜉

⇒ d𝜌 = d𝜉√
2𝜉

*= Ω (𝑟)
2𝜋𝑟/2

∞∫︁
0

𝑒−𝜉 𝜉
𝑟
2 −1d𝜉 = Ω (𝑟)

2𝜋𝑟/2 Γ
(︁𝑟

2

)︁
= 1

⇒ Ω (𝑟) = 2𝜋𝑟/2

Γ (𝑟/2)



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

Ω (𝑟) = 2𝜋𝑟/2

Γ (𝑟/2) (2)

𝒫
(︀
𝑦 < 𝑧2)︀ = Ω (𝑟)

(2𝜋)𝑟/2

𝑧∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

Ω (𝑟) = 2𝜋𝑟/2

Γ (𝑟/2) (2)

𝒫
(︀
𝑦 < 𝑧2)︀ = Ω (𝑟)

(2𝜋)𝑟/2

𝑧∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜌2 = 𝑦 ⇒ 𝜌 = √

𝑦



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

Ω (𝑟) = 2𝜋𝑟/2

Γ (𝑟/2) (2)

𝒫
(︀
𝑦 < 𝑧2)︀ = Ω (𝑟)

(2𝜋)𝑟/2

𝑧∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜌2 = 𝑦 ⇒ 𝜌 = √

𝑦

⇒ d𝜌 = d𝑦

2√
𝑦



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

Ω (𝑟) = 2𝜋𝑟/2

Γ (𝑟/2) (2)

𝒫
(︀
𝑦 < 𝑧2)︀ = Ω (𝑟)

(2𝜋)𝑟/2

𝑧∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜌2 = 𝑦 ⇒ 𝜌 = √

𝑦

⇒ d𝜌 = d𝑦

2√
𝑦

*= Ω (𝑟)
2 (2𝜋)𝑟/2

𝑧2∫︁
0

𝑒− 𝑦
2 𝑦

𝑟
2 −1d𝑦



2 СВЯЗЬ С НОРМАЛЬНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ

Теорема

Если случайные величины 𝑥𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟)
независимы друг от друга

подчиняются стандартному нормальному распределению 𝜙0,1 (𝑥𝑖),

то случайная величина 𝑦 = 𝑥2
1 + 𝑥2

2 + . . . + 𝑥2
𝑟 подчиняется распределению 𝜒2

𝑟 (𝑦)

Ω (𝑟) = 2𝜋𝑟/2

Γ (𝑟/2) (2)

𝒫
(︀
𝑦 < 𝑧2)︀ = Ω (𝑟)

(2𝜋)𝑟/2

𝑧∫︁
0

𝑒− 𝜌2
2 𝜌𝑟−1d𝜌 =* 𝜌2 = 𝑦 ⇒ 𝜌 = √

𝑦

⇒ d𝜌 = d𝑦

2√
𝑦

*= 1
2𝑟/2Γ (𝑟/2)

𝑧2∫︁
0

𝑒− 𝑦
2 𝑦

𝑟
2 −1d𝑦 = 𝐹𝑟

(︀
𝑧2)︀



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

Момент 𝑛-го порядка

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ =
∞∫︁

0

𝑥𝑛 𝜒2
𝑟 (𝑥) d𝑥



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

Момент 𝑛-го порядка

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ =
∞∫︁

0

𝑥𝑛 𝜒2
𝑟 (𝑥) d𝑥 = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑥
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒− 𝑥

2 d𝑥



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

Момент 𝑛-го порядка

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ =
∞∫︁

0

𝑥𝑛 𝜒2
𝑟 (𝑥) d𝑥 = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑥
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒− 𝑥

2 d𝑥
𝑥=2𝑦=

= 2𝑛

Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑦
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒−𝑦d𝑦



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

Момент 𝑛-го порядка

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ =
∞∫︁

0

𝑥𝑛 𝜒2
𝑟 (𝑥) d𝑥 = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑥
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒− 𝑥

2 d𝑥
𝑥=2𝑦=

= 2𝑛

Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑦
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒−𝑦d𝑦

⏟  ⏞  
=Γ(𝑛+𝑟/2)



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

Момент 𝑛-го порядка

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ =
∞∫︁

0

𝑥𝑛 𝜒2
𝑟 (𝑥) d𝑥 = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑥
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒− 𝑥

2 d𝑥
𝑥=2𝑦=

= 2𝑛

Γ (𝑟/2)

∞∫︁
0

𝑦
𝑟
2 +𝑛−1 𝑒−𝑦d𝑦 = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)

Γ (𝑟/2)



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)

𝑛 = 1 ⇒ ⟨ 𝑥 ⟩ = 2Γ (1 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2)



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)

𝑛 = 1 ⇒ ⟨ 𝑥 ⟩ = 2Γ (1 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) =* Γ

(︀
1 + 𝑟

2
)︀

= 𝑟
2 Γ
(︀

𝑟
2
)︀ *= 𝑟



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)

𝑛 = 2 ⇒ ⟨ 𝑥2 ⟩ = 4Γ (2 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2)



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)

𝑛 = 2 ⇒ ⟨ 𝑥2 ⟩ = 4Γ (2 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) = 4

(︁
1 + 𝑟

2

)︁ 𝑟

2



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)

𝑛 = 2 ⇒ ⟨ 𝑥2 ⟩ = 4Γ (2 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) = 4

(︁
1 + 𝑟

2

)︁ 𝑟

2 = 𝑟2 + 2𝑟



3 ПАРАМЕТРЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (3)

⟨ 𝑥𝑛 ⟩ = 2𝑛Γ (𝑛 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) (4)

Математическое ожидание

⟨ 𝑥 ⟩ = 𝑟 (5)

Дисперсия

𝜎2 = 2𝑟 (6)

𝑛 = 2 ⇒ ⟨ 𝑥2 ⟩ = 4Γ (2 + 𝑟/2)
Γ (𝑟/2) = 4

(︁
1 + 𝑟

2

)︁ 𝑟

2 = 𝑟2 + 2𝑟

𝜎2 = ⟨ 𝑥2 ⟩ − 𝑟2 = 2𝑟



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 10



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 15



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 20



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 25



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 30



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 35



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 40



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 45



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 50



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 55



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 60



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 65



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 70



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 75



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 80



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 85
Повторить анимацию



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Распределение 𝜒2

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2 (7)

Нормальное распределение

𝜙𝑟,𝜎2 (𝑥) = 1√
2𝜋 𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑟)2

2𝜎2 (8)

𝜎2 = 2𝑟

𝑟 = 103



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 𝑟

2 · 2𝑟/2Γ (𝑟/2 + 1)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2

𝑟 ≫ 1 ⇒ Γ
(︁𝑟

2 + 1
)︁

≈
√

2𝜋
(︁𝑟

2

)︁ 𝑟+1
2

𝑒− 𝑟
2



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 𝑟

2 · 2𝑟/2Γ (𝑟/2 + 1)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2

𝑟 ≫ 1 ⇒ Γ
(︁𝑟

2 + 1
)︁

≈
√

2𝜋
(︁𝑟

2

)︁ 𝑟+1
2

𝑒− 𝑟
2

⇒ 𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2 −1

𝑒− 𝑥−𝑟
2



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 𝑟

2 · 2𝑟/2Γ (𝑟/2 + 1)
𝑥

𝑟
2 −1 𝑒− 𝑥

2

𝑟 ≫ 1 ⇒ Γ
(︁𝑟

2 + 1
)︁

≈
√

2𝜋
(︁𝑟

2

)︁ 𝑟+1
2

𝑒− 𝑟
2

⇒ 𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2

ln 𝜒2
𝑟 (𝑥) = − ln (2

√
𝜋𝑟) − 𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2 ln
(︁𝑥

𝑟

)︁



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2

ln 𝜒2
𝑟 (𝑥) = − ln (2

√
𝜋𝑟) − 𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2 ln
(︂

1 + 𝑥 − 𝑟

𝑟

)︂



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2

ln 𝜒2
𝑟 (𝑥) = − ln (2

√
𝜋𝑟) − 𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2 ln
(︂

1 + 𝑥 − 𝑟

𝑟

)︂

ln (1 + 𝜉) = 𝜉 − 𝜉2

2 + . . .



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2

ln 𝜒2
𝑟 (𝑥) = − ln (2

√
𝜋𝑟) − 𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2 ln
(︂

1 + 𝑥 − 𝑟

𝑟

)︂
≈ − ln (2

√
𝜋𝑟) −

−𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2

(︃
𝑥 − 𝑟

𝑟
− (𝑥 − 𝑟)2

2𝑟2

)︃
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Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2

ln 𝜒2
𝑟 (𝑥) = − ln (2

√
𝜋𝑟) − 𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2 ln
(︂

1 + 𝑥 − 𝑟

𝑟

)︂
≈ − ln (2

√
𝜋𝑟) −

−𝑥 − 𝑟

2 + 𝑟

2

(︃
𝑥 − 𝑟

𝑟
− (𝑥 − 𝑟)2

2𝑟2

)︃
= − ln (2

√
𝜋𝑟) − (𝑥 − 𝑟)2

4𝑟



4 АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ

Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2

ln 𝜒2
𝑟 (𝑥) = − ln (2

√
𝜋𝑟) − (𝑥 − 𝑟)2

4𝑟

⇒ 𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟
𝑒− (𝑥−𝑟)2

4𝑟
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Теорема

Если выполняются условия

𝑟 ≫ 1 |𝑥 − 𝑟|
𝑟

≪ 1 , (7)

то распределение 𝜒2
𝑟 (𝑥) асимптотически приближается к нормальному

распределению 𝜙𝑟,𝜎2 с дисперсией 𝜎2 = 2𝑟

𝜒2
𝑟 (𝑥) = 1

2
√

𝜋𝑟

(︁𝑥

𝑟

)︁ 𝑟
2

𝑒− 𝑥−𝑟
2
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Идеальный газ – макроскопическая система, состоящая из 𝑁 частиц (𝑁 ∼ 𝑁A),
взаимодействующих между собой только при непосредственном соударении
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Величина 𝑦 подчиняется распределению 𝜒2
3𝑁 (𝑦)
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𝑘𝑇 d𝜀′
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𝒫 (𝑦′ < 𝑦) =
𝑦∫︁

0

𝜒2
𝑟 (𝑦′) d𝑦′ = 1

2𝑟/2Γ (𝑟/2)
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𝑒− 𝜀′
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𝑓 (𝜀) = 1
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𝜀
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2 −1 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (10)
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𝑟 ≡ 3𝑁 𝑦 ≡ 2𝜀

𝑘𝑇
𝑥𝑖 ≡ 𝑝𝑖√

𝑚𝑘𝑇

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩
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2 ⟨ 𝑦 ⟩
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𝑚𝑘𝑇

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = 𝑘𝑇

2 ⟨ 𝑦 ⟩⏟  ⏞  
=𝑟
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𝑚𝑘𝑇

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = 𝑘𝑇

2 ⟨ 𝑦 ⟩ = 3
2 𝑁𝑘𝑇

𝑈 = 3
2 𝑁𝑘𝑇 (11)

𝜀 =
3𝑁∑︁
𝑖=1

1
2𝑚

𝑝2
𝑖
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𝑈 = 3
2 𝑁𝑘𝑇 (11)

Задание 1 С помощью функции

𝑓 (𝜀) = 1
(𝑘𝑇 )3𝑁/2 Γ (3𝑁/2)

𝜀
3𝑁

2 −1 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇

вычислите наиболее вероятное значение энергии 𝜀
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2 𝑁𝑘𝑇

𝑈 = 3
2 𝑁𝑘𝑇 (11)

Задание 2 Убедитесь, что подстановка 𝑁 = 1 в функции

𝑓 (𝜀) = 1
(𝑘𝑇 )3𝑁/2 Γ (3𝑁/2)

𝜀
3𝑁

2 −1 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇

приводит к распределению Максвелла



7 ЗАКОН ДЮЛОНГА – ПТИ

𝜀 = 𝜀k + 𝜀p 𝜀k =
3𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2
𝑖

2𝑚
𝜀p =

3𝑁∑︁
𝑖=1

𝑚𝜔2
0𝑥2

𝑖

2 (12)
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𝑖

2 (12)

Внутренняя энергия

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = ⟨ 𝜀k ⟩ + ⟨ 𝜀p ⟩
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Внутренняя энергия

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = ⟨ 𝜀k ⟩⏟  ⏞  
=(3/2)𝑁𝑘𝑇

+ ⟨ 𝜀p ⟩⏟  ⏞  
=(3/2)𝑁𝑘𝑇

= 3𝑁𝑘𝑇
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=(3/2)𝑁𝑘𝑇

+ ⟨ 𝜀p ⟩⏟  ⏞  
=(3/2)𝑁𝑘𝑇

= 3𝑁𝑘𝑇

Теплоемкость

𝐶𝑉 =
(︂

𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

= 3𝑁𝑘 (13)
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𝜀 = 𝜀k + 𝜀p 𝜀k =
3𝑁∑︁
𝑖=1

𝑝2
𝑖

2𝑚
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𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = ⟨ 𝜀k ⟩⏟  ⏞  
=(3/2)𝑁𝑘𝑇

+ ⟨ 𝜀p ⟩⏟  ⏞  
=(3/2)𝑁𝑘𝑇

= 3𝑁𝑘𝑇

Теплоемкость

𝐶𝑉 =
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𝜕𝑈

𝜕𝑇

)︂
𝑉

= 3𝑁𝑘 (13)

Условие применимости

𝑘𝑇 ≫ ℎ̄𝜔0



8 ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ

Распределение Гиббса

𝒫 (𝜀) = Ω (𝜀)
𝑍

𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (14)

Статистическая сумма

𝑍 =
∑︁

𝜀

Ω (𝜀) 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (15)
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Статистическая сумма

𝑍 =
∑︁

𝜀

Ω (𝜀) 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (15)

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = 1
𝑍

∑︁
𝜀

𝜀 Ω (𝜀) 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇
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𝑘𝑇 (15)

𝑈 = ⟨ 𝜀 ⟩ = 1
𝑍

∑︁
𝜀

𝜀 Ω (𝜀) 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 = 𝑘𝑇 2 𝜕

𝜕𝑇 ln 𝑍
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𝑘𝑇 = 𝑘𝑇 2 𝜕

𝜕𝑇 ln 𝑍

Замечание

При больших 𝑁 (𝑁 ∼ 𝑁A) практически реализуется только состояния с ⟨ 𝜀 ⟩ = 𝑈

⟨ 𝜆 (𝜀) ⟩ ≈ 𝜆
(︀
𝑈
)︀

𝒫 (𝑈) ≈ 1
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𝑍 = Ω (𝑈) 𝑒− 𝑈
𝑘𝑇
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𝑍 = Ω (𝑈) 𝑒− 𝑈
𝑘𝑇 ⇒ Ω (𝑈) = 𝑍𝑒

𝑈
𝑘𝑇
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Энтропия

𝑆 = 𝑘 ⟨ ln Ω (𝜀) ⟩ = 𝑘 ln Ω (𝑈)
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Энтропия

𝑆 = 𝑘 ⟨ ln Ω (𝜀) ⟩ = 𝑘 ln Ω (𝑈) = 𝑘 ln 𝑍 + 𝑈

𝑇
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𝑍 =
∑︁

𝜀

Ω (𝜀) 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (15)
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𝑆 = 𝑘 ⟨ ln Ω (𝜀) ⟩ = 𝑘 ln Ω (𝑈) = 𝑘 ln 𝑍 + 𝑈

𝑇
= 𝑘 𝜕

𝜕𝑇 (𝑇 ln 𝑍)
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Распределение Гиббса

𝒫 (𝜀) = Ω (𝜀)
𝑍

𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (14)

Статистическая сумма

𝑍 =
∑︁

𝜀

Ω (𝜀) 𝑒− 𝜀
𝑘𝑇 (15)

Внутренняя энергия

𝑈 = 𝑘𝑇 2 𝜕

𝜕𝑇
ln 𝑍 (16)

Энтропия

𝑆 = 𝑘
𝜕

𝜕𝑇
(𝑇 ln 𝑍) (17)

Свободная энергия

𝐹 = 𝑈 − 𝑇𝑆 = −𝑘𝑇 ln 𝑍 (18)

Давление

𝑝 = −
(︁

𝜕𝐹

𝜕𝑉

)︁
𝑇

= 𝑘𝑇
(︁

𝜕 ln 𝑍

𝜕𝑉

)︁
𝑇

(19)


